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GROUPE MIRABOLIQUE, STRATIFICATION DE
NEWTON RAFFINE´E ET COHOMOLOGIE DES ESPACES
DE LUBIN-TATE
par
Boyer Pascal
Re´sume´. — Dans [2], on de´termine les groupes de cohomologie des espaces de Lubin-Tate
par voie globale en calculant les fibres des faisceaux de cohomologie du faisceau pervers des
cycles e´vanescents Ψ d’une varie´te´ de Shimura de type Kottwitz-Harris-Taylor. L’ingre´dient
le plus complexe consiste a` controˆler les fle`ches de deux suites spectrales calculant l’une les
faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor, et l’autre ceux de Ψ. Dans cet
article, nous contournons ces difficulte´s en utilisant la the´orie classique des repre´sentations
du groupe mirabolique ainsi qu’un argument ge´ome´trique simple.
Abstract (Mirabolic group, ramified Newton stratification and cohomology of
Lubin-Tate spaces)
In [2], we determine the cohomology of Lubin-Tate spaces globally using the comparison
theorem of Berkovich by computing the fibers at supersingular points of the perverse sheaf of
vanishing cycle Ψ of some Shimura variety of Kottwitz-Harris-Taylor type. The most difficult
argument deals with the control of maps of the spectral sequences computing the sheaf coho-
mology of both Harris-Taylor perverse sheaves and those of Ψ. In this paper, we bypass these
difficulties using the classical theory of representations of the mirabolic group and a simple
geometric argument.
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1. Introduction
Le re´sultat principal de [2] est la de´termination de chacun des groupes de cohomologie
a` coefficients dans Ql, de la tour de Lubin-Tate. En utilisant le the´ore`me de comparaison
de Berkovich, la de´monstration est de nature globale et consiste a` calculer les germes en
un point supersingulier des faisceaux de cohomologie du complexe des cycles e´vanescents
ΨI en une place v d’un corps CM, F , d’une tour de varie´te´s de Shimura de type Kottwitz-
Harris-Taylor XI indexe´e par l’ensemble I de ses niveaux. La preuve se de´roule alors en
deux temps relativement distincts :
— Les auteurs de [5] associent a` une repre´sentation irre´ductible ρv du groupe des in-
versibles D×v,h de l’alge`bre a` division centrale sur Fv d’invariant 1/h, un syste`me
local L(ρv), dit d’Harris-Taylor, sur la strate de Newton X
=h
I,s¯v de la fibre spe´ciale
en v de XI et calculent la somme alterne´e de leurs groupes de cohomologies a` sup-
port compact. Dans [2] on exploite ce calcul en exprimant les images des faisceaux
pervers pj=h! L(ρv)[d − h] et ΨI dans un groupe de Grothendieck de faisceaux per-
vers e´quivariants, en termes d’extensions interme´diaires de syste`mes locaux d’Harris-
Taylor sur les diffe´rentes strates de Newton. Il s’agit de la partie la plus simple de
loc. cit., celle qui est controˆle´e par la formule des traces.
— Dans un deuxie`me temps, on e´tudie les suites spectrales associe´es a` la filtration par
les poids de ces deux faisceaux pervers pour calculer les faisceaux de cohomologie de
pj=h!∗ L(ρv)[d−h] et ceux de ΨI. La partie la plus complexe de [2] consiste a` controˆler
les fle`ches de ces suites spectrales et au final, montrer ≪ qu’elles sont le moins triviales
possibles ≫, au sens ou` de`s que la source et le but d’une telle fle`che partagent un sous-
faisceau e´quivariant, cette fle`che induit un isomorphisme sur ceux-ci.
Pour montrer ce fait, dans [2], on utilise une proprie´te´ de compatibilite´ a` l’involution de
Zelevinsky de la cohomologie des espaces de Lubin-Tate. Dans [3], on propose une autre
de´monstration plus simple conceptuellement mais aussi tre`s lourde, reposant sur des calculs
de groupes de cohomologie globaux et en utilisant le the´ore`me de Lefschetz vache.
Ces deux preuves sont techniquement difficiles et ne permettent pas de re´ellement com-
prendre la raison profonde de la non trivialite´ de ces fle`ches. Le but premier de cet article
est ainsi de proposer une nouvelle preuve simple et en un sens, naturelle. Plus pre´cise´ment
a` partir de la premie`re e´tape mentionne´e ci-avant, nous utilisons tout d’abord, avec les
notations du paragraphe suivant, le fait que l’inclusion
X≥h
I,s¯v,1h
\X≥h+1
I,s¯v,1h+1
→֒ X≥h
I,s¯v,1h
est affine, cf. le lemme 5.2. Ensuite de la the´orie classique des repre´sentations induites du
groupe mirabolique, rappele´e au §4, on obtient, cf. les suites exactes courtes (6.1) et (6.3),
une filtration, a` deux crans, des faisceaux pervers d’Harris-Taylor, fournissant une suite
spectrale qui de´ge´ne`re en E1 et qui correspond au terme E2 = E∞ de la suite spectrale
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de [2]. Autrement dit la de´termination des fle`ches dans [2] est entie`rement controˆle´e par
l’affinite´ de l’inclusion ci-dessus et la the´orie des repre´sentations du groupe mirabolique.
Le meˆme proce´de´ applique´ au faisceau pervers des cycles e´vanescents fournit de la meˆme
fac¸on, cf. la proposition 7.3, une filtration de celui-ci, dont la suite spectrale calculant ses
faisceaux de cohomologie de´ge´ne`re en E1, cf. le corollaire 7.4, et co¨ıncide avec le terme
E2 = E∞ de la suite spectrale de [2].
Je remercie profonde´ment J.-F. Dat pour l’inte´reˆt qu’il porte a` mon travail, ses questions
et ses suggestions qui ont se´rieusement contribue´ a` l’ame´lioration du texte.
2. Ge´ome´trie des varie´te´s de Shimura unitaires simples
Soit F = F+E un corps CM avec E/Q quadratique imaginaire, dont on fixe un plonge-
ment re´el τ : F+ →֒ R. Pour v une place de F , on notera
— Fv le comple´te´ du localise´ de F en v,
— Ov l’anneau des entiers de Fv,
— ̟v une uniformisante et
— qv le cardinal du corps re´siduel κ(v) = Ov/(̟v).
Soit B une alge`bre a` division centrale sur F de dimension d2 telle qu’en toute place
x de F , Bx est soit de´compose´e soit une alge`bre a` division et on suppose B munie d’une
involution de seconde espe`ce ∗ telle que ∗|F est la conjugaison complexe c. Pour β ∈ B
∗=−1,
on note ♯β l’involution x 7→ x
♯β = βx∗β−1 et G/Q le groupe de similitudes de´fini pour toute
Q-alge`bre R par
G(R) ≃ {(λ, g) ∈ R× × (Bop ⊗Q R)
× tel que gg♯β = λ}
avec Bop = B ⊗F,c F . Si x est une place de Q de´compose´e x = yyc dans E alors
G(Qx) ≃ (B
op
y )
× ×Q×x ≃ Q
×
x ×
∏
zi
(Bopzi )
×, (2.1)
ou`, en identifiant les places de F+ au dessus de x avec les places de F au dessus de y,
x =
∏
i zi dans F
+.
Dans [5], les auteurs justifient l’existence d’un G comme ci-dessus tel qu’en outre :
— si x est une place de Q qui n’est pas de´compose´e dans E alors G(Qx) est quasi-
de´ploye´ ;
— les invariants de G(R) sont (1, d− 1) pour le plongement τ et (0, d) pour les autres.
2.2. Notation. — On fixe un nombre premier l non ramifie´ dans E et on note Spl l’en-
semble des places v de F telles que pv := v|Q 6= l est de´compose´ dans F et B
×
v ≃ GLd(Fv).
Rappelons, cf. [5] bas de la page 90, qu’un sous-groupe ouvert compact de G(A∞) est
dit ≪ assez petit ≫ s’il existe une place x pour laquelle la projection de Uv sur G(Qx) ne
contienne aucun e´le´ment d’ordre fini autre que l’identite´.
2.3. Notation. — Soit I l’ensemble des sous-groupes compacts ouverts ≪ assez petits ≫ de
G(A∞). Pour I ∈ I, on note XI,η −→ SpecF la varie´te´ de Shimura associe´e, dit de
Kottwitz-Harris-Taylor.
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Remarque. Pour tout v ∈ Spl, la varie´te´ XI,η admet un mode`le projectif XI,v sur SpecOv
de fibre spe´ciale XI,sv . Pour I de´crivant I, le syste`me projectif (XI,v)I∈I est naturellement
muni d’une action de G(A∞)×Z telle que l’action d’un e´le´ment wv du groupe de Weil Wv
de Fv est donne´e par celle de − deg(wv) ∈ Z, ou` deg = val ◦Art
−1 ou` Art−1 : W abv ≃ F
×
v
est l’isomorphisme d’Artin qui envoie les Frobenius ge´ome´triques sur les uniformisantes.
2.4. Notations. — (cf. [2] §1.3) Pour I ∈ I, la fibre spe´ciale ge´ome´trique XI,s¯v admet
une stratification de Newton
XI,s¯v =: X
≥1
I,s¯v ⊃ X
≥2
I,s¯v ⊃ · · · ⊃ X
≥d
I,s¯v
ou` X=hI,s¯v := X
≥h
I,s¯v −X
≥h+1
I,s¯v est un sche´ma affine, lisse de pure dimension d − h forme´ des
points ge´ome´triques dont la partie connexe du groupe de Barsotti-Tate est de rang h. Pour
tout 1 ≤ h < d, nous utiliserons les notations suivantes :
ih : X≥hI,s¯v →֒ XI,s¯v , j
≥h : X=hI,s¯v →֒ X
≥h
I,s¯v ,
ainsi que j=h = ih ◦ j≥h.
Soit G(h) le groupe de Barsotti-Tate universel sur X=h
I,s¯,1h
:
0→ G(h)c −→ G(h) −→ G(h)et → 0
ou` G(h)c (resp. G(h)et) est connexe (resp. e´tale) de dimension h (resp. d− h). Notons ιm1 :
(P−m1v /Ov)
d −→ G(h)[pm1 ] la structure de niveau universelle. Notons alors (ei(m1))1≤i≤d
la base canonique de (P−m1v /Ov)
d.
2.5. De´finition. — On introduit le sous-sche´ma ferme´ X=h
I,s¯,1h
de X=hI,s¯v de´fini par la pro-
prie´te´ que
{
ιm1(ei(m1)) : 1 ≤ i ≤ h
}
forme une base de Drinfeld de G(h)c[pm1].
Plus ge´ne´ralement e´tant donne´ a ∈ GLd(Ov)/Ph,d−h(Ov) que l’on identifiera avec le sous-
espace vectoriel 〈a(e1), · · · , a(eh)〉 engendre´ par les images par a des h premiers vecteurs
e1, · · · , eh de la base canonique de O
d
v , on de´finit la strate dite pure
(1) X=hI,s¯,a comme le
sous-sche´ma ferme´ tel que
{
ιm1(a(ei(m1)) : 1 ≤ i ≤ h} forme une base de Drinfeld de
G(h)c[pm1 ], ou` ei(m1) est l’image de ei modulo P
m1
v .
Remarque. L’action de GLd(Fv) sur X
=h
I,s¯v donne la de´composition
X=hI,s¯v ≃ X
=h
I,s¯v,1h
×Ph,d(Ov/(̟nv )) GLd(Ov/(̟
n
v )), (2.6)
au sens ou` la strate X=hI,s¯v,a s’obtient comme l’image par a de X
=h
I,s¯,1h
.
2.7. Notation. — On note X≥h
I,s¯v,1h
l’adhe´rence de X=h
I,s¯v,1h
dans X≥hI,s¯v et
j≥h
1h
: X=hI,s¯v,1h →֒ X
≥h
I,s¯v,1h
,
ainsi que j=h
1h
:= ih
1h
◦ j≥h
1h
ou` ih
1h
: X≥h
I,s¯v,1h
→֒ XI,s¯v.
1. en comparaison des strates de la de´finition 5.1
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3. Faisceaux pervers d’Harris-Taylor et des cycles e´vanescents
Fixons une place v ∈ Spl. En utilisant un analogue des classiques varie´te´s d’Igusa,
les auteurs de [5] associent a` toute repre´sentation ρv de l’ordre maximal D
×
v,h de D
×
v,h, un
syste`me local L(ρv)1h sur X
=h
I,s¯v,1h
muni d’une action e´quivariante de G(A∞,p)×Ph,d(Fv)×Z
telle que
— le sous-groupe unipotent de Ph,d(Fv) agit trivialement et
— l’action du facteur GLh(Fv) de son Levi agit via val ◦ det : GLh(Fv)։ Z.
On introduit alors la version induite de ces syste`mes locaux
L(ρv) := L(ρv)1h ×Ph,d(Fv) GLd(Fv),
muni donc d’une action e´quivariante de G(A∞,p)×GLd(Fv)× Z.
3.1. Notation. — La correspondance de Jacquet-Langlands permet de parame´trer les Ql-
repre´sentations irre´ductibles de D×v,h a` l’aide des repre´sentations irre´ductibles cuspidales
πv de GLg(Fv) pour g un diviseur de h = tg, on e´crit une telle repre´sentation sous la forme
πv[t]D.
3.2. Notation. — Pour πv une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(Fv)et Πt
une repre´sentation de GLtg(Fv), on note
(2), cf. la premie`re remarque de 2.1.3 de [2],
H˜T1tg(πv,Πt)(n) := L(πv[t]D)1tg ⊗ Πt ⊗ Ξ
tg−d
2
−n
le syste`me local d’Harris-Taylor associe´ ou`
Ξ :
1
2
Z −→ Z
×
l
est de´finie par Ξ(1
2
) = q1/2 et
— GLtg(Fv) agit diagonalement sur Πt et sur L(πv[t]D)1tg ⊗ Ξ
tg−d
2
−n via son quotient
GLtg(Fv)։ Z,
— le groupe de Weil Wv en v agit sur le facteur Ξ
tg−d
2
−n via l’application deg : Wv ։ Z
qui envoie les frobenius ge´ome´triques sur 1.
On note aussi
HT1tg(πv,Πt) := H˜T 1tg(πv,Πt)[d− tg]
et
P (t, πv)1tg := j
=tg
1tg ,!∗
HT1tg(πv, Stt(πv))⊗ L(πv)
le faisceau pervers d’Harris-Taylor associe´ ou` L∨ est la correspondance Langlands sur Fv.
En ce qui concerne les versions induites on les notera sans l’indice 1tg, i.e. HT (πv,Πt) et
P (t, πv).
2. Lorsque n = 0, on le fera disparaitre des notations.
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Remarque. On rappelle que π′v est inertiellement e´quivalente a` πv si et seulement s’il existe
un caracte`re ζ : Z −→ Q
×
l tel que
π′v ≃ πv ⊗ (ζ ◦ val ◦ det).
Les faisceau pervers P (t, πv) ne de´pend que de la classe d’e´quivalence inertielle de πv i.e.
pour tout χ : Z −→ Q
×
l , les faisceaux pervers P (t, πv) et P (t, πv ⊗ χ), munis de leurs
actions par correspondances, sont isomorphes. En particulier, en notant eπv la longueur de
la restriction de πv[1]D a` D
×
v,g, on a
P (t, πv) = eπvP(t, πv)
ou` P(t, πv) est un faisceau pervers e´quivariant simple. De la meˆme fac¸on, il existe un
syste`me local HT (πv,Πt) tel que HT (πv,Πt) = eπvHT (πv,Πt).
3.3. De´finition. — Pour tout I ∈ I, le faisceaux pervers des cycles e´vanescents
RΨηv,I(Ql[d − 1])(
d−1
2
) sur XI,s¯v sera note´ ΨI . Le faisceau pervers de Hecke associe´ sur
XI,s¯v est note´ ΨI .
Dans [2], on de´compose dans le groupe de Grothendieck des faisceaux pervers
e´quivariants sur XI,s¯v relativement a` l’action de Hecke et du groupe de Weil en v, le
faisceau pervers ΨI en termes des faisceaux pervers d’Harris-Taylor P(t, πv)(n).
3.4. Notation. — Pour K• un complexe de faisceaux, on notera HiK• son i-e`me faisceau
de cohomologie.
4. Deux repre´sentations induites du groupe mirabolique
Le nouvel argument pour calculer les faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers
d’Harris-Taylor et du complexe des cycles e´vanescents, repose sur deux lemmes, le premier
4.4 de the´orie des repre´sentations du groupe mirabolique et le deuxie`me 5.2 de nature
ge´ome´trique.
4.1. De´finition. — Soit P = MN un parabolique standard de GLn de Le´vi M
et de radical unipotent N . On note δP : P (Fv) → Q
×
l l’application de´finie par
δP (h) = | det(ad(h)|LieN)|
−1. Pour (π1, V1) et (π2, V2) des repre´sentations de respecti-
vement GLn1(Fv) et GLn2(Fv), et Pn1,n1+n2 le parabolique standard de GLn1+n2 de Levi
M = GLn1 ×GLn2 et de radical unipotent N ,
π1 × π2
de´signe l’induite parabolique normalise´e de Pn1,n1+n2(Fv) a` GLn1+n2(Fv) de π1⊗ π2 c’est a`
dire l’espace des fonctions f : GLn1+n2(Fv)→ V1 ⊗ V2 telles que
f(nmg) = δ
−1/2
Pn1,n1+n2
(m)(π1 ⊗ π2)(m)
(
f(g)
)
, ∀n ∈ N, ∀m ∈M(Fv), ∀g ∈ GLn1+n2(Fv),
ou encore en terme d’induite classique
π1 × π2 ≃ ind
GLn1+n2(Fv)
Pn1,n1+n2 (Fv)
π1{
n2
2
} ⊗ π2{−
n1
2
}. (4.2)
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Remarque. Rappelons qu’une repre´sentation π de GLn(Fv) est dite cuspidale si elle n’est
pas un sous-quotient d’une induite parabolique propre.
4.3. Notations. — (cf. [7] §2) Soient g un diviseur de d = sg et πv une repre´sentation
cuspidale irre´ductible de GLg(Fv).
— L’unique quotient (resp. sous-repre´sentation) irre´ductible de
πv{
1− s
2
} × πv{
3− s
2
} × · · · × πv{
s− 1
2
}
est note´ Sts(πv) (resp. Spehs(πv)).
— L’unique sous-espace irre´ductible de
Stt(πv{
−s
2
})× Spehs(πv{
t
2
})
est note´ LTπv(t− 1, s).
Notons Mn(Fv) le sous-groupe mirabolique de GLn(Fv) de´fini comme le sous-groupe
de P1,n(Fv) dont le premier coefficient en haut a` gauche est e´gal a` 1. Suivant [1] une
repre´sentation irre´ductible τ de Mn(F ) admet une unique de´rive´e non nulle, disons d’ordre
k, qui est alors une repre´sentation irre´ductible τ (k) de GLn−k(Fv) : on peut en outre re-
constituer τ a` partir de cette de´rive´e.
Remarque. Dans [1], les auteurs utilisent plutoˆt le groupe obtenu a` partir de Mn(Fv) en
tordant les actions par g 7→ σ(tg−1)σ−1, ou` σ est la matrice de permutation associe´ au
cycle (12 · · ·n). Le calcul des de´rive´es de [7] theorem 3.5, proposition 9.6 est alors inverse´,
cf. les exemples ci-apre`s.
Pour e´tudier les repre´sentations de GLn(F ) et notamment de´crire les sous-quotients
irre´ductibles des induites paraboliques comme ci-avant, le principe est alors de les res-
treindre au groupe mirabolique et de regarder leurs de´rive´es. On a en particulier les calculs
de de´rive´es suivant.
— On a une formule de Leibnitz : (π1×π2)
(k) admet une filtration dont les gradue´s sont
les (π1)
(i) × (π2)
(k−i) pour i = 0, · · · , k.
— Spehs(πv) posse`de une unique de´rive´e non nulle d’ordre g isomorphe a` Spehs−1(πv{
1
2
}).
— Les de´rive´es d’ordre k de Sts(πv) sont nulles si k n’est pas de la forme tg pour
1 ≤ t ≤ s. Pour k = tg avec 1 ≤ t < s, cette de´rive´e est isomorphe a` Sts−t(πv{−
t
2
}).
— Les de´rive´es d’ordre k de LTπv(t − 1, s) sont nulles si k n’est pas de la forme δg
pour 1 ≤ k ≤ t. Pour un tel k = δg, elle est isomorphe a` la repre´sentation induite
irre´ductible Stt−δ(πv{−
δ+s
2
})× Spehs(πv{
t
2
}).
Remarque. Pour LTπv(t, s− 1), on trouve
LTπv(t, s− 1)
(δg) = Stt+1−δ(πv{−
δ + s− 1
2
})× Spehs−1(πv{
t+ 1
2
}).
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Le support cuspidal de LTπv(t− 1, s)
(δg) est ainsi
πv{
1− s− t
2
}, πv{
3− s− t
2
}, · · · , πv{
−1− s+ t− 2δ
2
},
πv{
1− s+ t
2
}, πv{
3− s+ t
2
}, · · · , πv{
s+ t− 1
2
},
alors que celui de LTπv(t, s− 1)
(δg) est
πv{
1− s− t
2
}, πv{
3− s− t
2
}, · · · , πv{
1− s+ t− 2δ
2
},
πv{
3− s+ t
2
}, πv{
5− s+ t
2
}, · · · , πv{
s+ t− 1
2
}.
On notera en particulier que ces supports sont distincts et que donc LTπv(t − 1, s) et
LTπv(t, s− 1) ont des de´rive´es irre´ductibles distinctes ou nulles.
4.4. Lemme. — Soit πv une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(Fv), alors en
tant que repre´sentation du parabolique P1,(t+s)g(Fv), on a des isomorphismes
Stt(πv{−
s
2
})|Mtg(Fv) × Spehs(πv{
t
2
}) ≃ LTπv(t− 1, s)|M(t+s)g(Fv),
et
Stt(πv{−
s
2
})× Spehs(πv{
t
2
})|Msg(Fv) ≃ LTπv(t, s− 1)|M(t+s)g(Fv),
ou` dans le premier isomorphisme, l’induite parabolique est relativement a`(
Mtg U
0 GLsg
)
alors que dans le deuxie`me, il s’agit de l’induite a` support compact relativement a` 1 0 Vsg−10 GLtg U
0 0 GLsg−1
 ,
ou` on note Vn−1(Fv) ≃ F
n−1
v le radical unipotent de Mn(Fv).
De´monstration. — On rappelle cf. par exemple [6] §III.1.10, que
0→ Stt(πv{−
s
2
})× Spehs(πv{
t
2
})|Msg(Fv)
−→
(
Stt(πv{−
s
2
})× Spehs(πv{
t
2
})
)
|M(t+s)g(Fv)
−→ Stt(πv{−
s
2
})|Mtg(Fv) × Spehs(πv{
t
2
})→ 0,
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ou` le deuxie`me terme est l’induite parabolique relativement a`
(
Mtg U
0 GLsg
)
et le premier,
l’induite a` support compact relativement a`
 1 0 Vsg−10 GLtg U
0 0 GLsg−1
. En outre pour tout
k ≥ 0, la de´rive´e d’ordre k de Stt(πv{−
s
2
})|Mtg(Fv) × Spehs(πv{
t
2
}) est, cf. [6] p153, donne´e
par celle de Stt(πv{−
s
2
})|Mtg(Fv) induite avec Spehs(πv{
t
2
}), i.e.(
Stt(πv{−
s
2
})|Mtg(Fv) × Spehs(πv{
t
2
})
)(k)
≃
(
Stt(πv{−
s
2
})|Mtg(Fv)
)(k)
× Spehs(πv{
t
2
}).
Ainsi on remarque que Stt(πv{−
s
2
})|Mtg(Fv) × Spehs(πv{
t
2
}) et LTπv(t− 1, s)|M(t+s)g(Fv) ont
les meˆmes de´rive´es. Conside´rons alors le morphisme compose´
LTπv(t− 1, s)|M(t+s)g(Fv) →֒
(
Stt(πv{−
s
2
})× Spehs(πv{
t
2
})
)
|M(t+s)g(Fv)
։ Stt(πv{−
s
2
})|Mtg(Fv) × Spehs(πv{
t
2
})
et notonsK →֒ Stt(πv{−
s
2
})×Spehs(πv{
t
2
})|Msg(Fv) son noyau. Par soustraction, les de´rive´es
de Stt(πv{−
s
2
})×Spehs(πv{
t
2
})|Msg(Fv) sont les meˆmes que celles de LTπv(t, s−1)|M(t+s)g(Fv)
et sont donc, d’apre`s la remarque pre´ce´dente, distinctes de celles de LTπv(t−1, s)|M(t+s)g(Fv)
et donc des sous-quotients non nuls de K, de sorte que K est ne´cessairement nul, i.e.
LTπv(t− 1, s) →֒ Stt(π{−
s
2
})|Mtg(Fv) × Spehs(π{
t
2
}).
Comme ces deux termes ont les meˆmes de´rive´es, cette injection est un isomorphisme.
5. Stratification de Newton raffine´e
5.1. De´finitions. — Pour tout h0 ≤ h, on introduit les strates ≪ non pures ≫ suivantes
X≥h
I,s¯v,1h0
:= X≥hI,s¯v ∩X
≥h0
I,s¯v,1h0
,
ainsi que
X≥h
I,s¯v,1h0\1h0+1
:= X≥h
I,s¯v,1h0
\X≥h
′
I,s¯v,1h0+1
ou`
{
h′ = h si h0 < h
h′ = h+ 1 sinon.
On notera alors
j≥h
1h0\1h0+1
: X≥h
I,s¯v,1h0\1h0+1
→֒ X≥h
I,s¯v,1h0
, ih≤+1
1h0 ,1h0+1
: X≥h+1
I,s¯v,1h0+1
→֒ X≥h
I,s¯v,1h0
,
et j=h
1h0\1h0+1
:= ih
1h0
◦ j≥h
1h0\1h0+1
. Dans le cas h0 = h, on notera simplement
X≥hI,s¯v, 6=1 := X
≥h
I,s¯v,1h\1h+1
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ainsi que j=h6=1 := j
=h
1h\1h+1
. On utilisera aussi la notation
ih+1≤+0
1h0 ,1h0+1
: X≥h+1
I,s¯v,1h0+1
→֒ X≥h+1
I,s¯v,1h0
.
5.2. Lemme. — L’inclusion ouverte j≥h6=1 est affine.
De´monstration. — Soit G(h) le groupe de Barsotti-Tate universel sur X=h
I,s¯v,1h
:
0→ G(h)c −→ G(h) −→ G(h)et → 0
ou` G(h)c (resp. G(h)et) est connexe (resp. e´tale) de dimension h (resp. d− h). Notons
ιm1 : (P
−m1
v /Ov)
d −→ G(h)[pm1 ]
la structure de niveau universelle. Notant (ei)1≤i≤d la base canonique de (P
−m1
v /Ov)
d, on
rappelle alors que X=h
I,s¯v,1h
est de´fini par la proprie´te´ que
{
ιm1(ei) : 1 ≤ i ≤ h
}
forme une
base de Drinfeld de G(h)c[pm1 ].
Ainsi pour tout SpecA −→ X≥h
I,s¯v,1h
, le ferme´ X≥h+1
I,s¯v,1h+1
×X≥h
I,s¯v ,1h
SpecA est donne´ par
l’annulation de ι(eh+1), d’ou` le re´sultat.
5.3. Notation. — Pour h0 < h et un syste`me local d’Harris-Taylor HT (πv,Πt) sur X
=h
I,s¯v,
avec donc h = tg, on notera
HT6=1h0
(πv,Πt)
la restriction de HT (πv,Πt) a` X
=h
I,s¯v, 6=1h0
. Lorsque h = h0, on notera plus simplement
HT6=1(πv,Πt).
On introduit de meˆme X=h
I,s¯v,1h0
:= X=hI,s¯v∩X
≥h0
I,s¯v,1h0
ainsi que son adhe´rence X≥h
I,s¯v,1h0
dans
X≥hI,s¯v avec
j≥h
1h0
: X=hI,s¯v,1h0
→֒ X≥h
I,s¯v,1h0
et j=h
1h0
= ih
1h0
◦ j≥h
1h0
ou` ih
1h0
: X≥h
I,s¯v,1h0
→֒ XI,s¯v . On notera aussi, cf. (2.6)
HT1h0
(πv,Πt) = HT1h(πv,Πt)×Ph0,h,d(Fv) Ph,d(Fv)
la restriction de HT (πv,Πt) a` X
=h
I,s¯v,1h0
.
Fixons a` pre´sent une repre´sentation irre´ductible cuspidale πv de GLg(Fv) et notons
s = ⌊d
g
⌋. Rappelons l’e´nonce´ suivant de [2] 4.5.1 dans le groupe de Grothendieck des
faisceaux pervers de Hecke (3)
j=tg
1tg ,!
HT1tg(πv,Πt) =
s∑
i=t
pj=ig
1tg ,!∗
HT1tg
(
πv,Πt{(i− t)
g − 1
2
} ⊗ Sti−t(πv{−t
g − 1
2
})
)
(
i− t
2
). (5.4)
3. pour les torsions, cf. la formule (4.2)
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Dans [2], pour calculer les germes des faisceaux de cohomologie de pj=tg
1tg,!∗
HT1tg(πv,Πt), on
proce`de comme suit.
(a) On conside`re tout d’abord la filtration par les poids de j=tg
1tg ,!
HT1tg(πv,Πt), soit
Filt−s(πv,Πt) ⊂ · · · ⊂ Fil
−1(πv,Πt) ⊂ Fil
0(πv,Πt) = j
=tg
1tg,!
HT1tg(πv,Πt)
dont les gradue´s sont
gr−k(πv,Πt) ≃
pj
=(t+k)g
1tg,!∗
HT1tg(πv,Πt{k
g − 1
2
} ⊗ Stk(πv{−t
g − 1
2
}))(−
k
2
)
)
.
(b) On dispose alors d’une suite spectrale faisceautique
Ep,q1 = H
p+qgr−p(πv,Πt)⇒ H
p+qj=tg1,! HT1(πv,Πt). (5.5)
Pour tout point ge´ome´trique z de X=hI,s¯v , la fibre en z de l’aboutissement de cette suite
spectrale est connue, nulle de`s que h > tg. En raisonnant par re´currence les fibres en z des
Ep,q1 sont aussi connues pour tout (p, q) si p > 0 :
— si h n’est pas de la forme (t+ δ)g alors les fibres en z de Ep,q1 pour p > 0 sont toutes
nulles ;
— pour h = (t+ δ)g, elles sont nulles sauf pour q = (t+ δ)g − d− δ.
(c) Ainsi pour calculer les fibres des faisceaux de cohomologie de j=tg1,!∗HT1(πv,Πt), on est
ramene´ a` e´tudier les fle`ches dp,q1 pour q = (t+ δ)g − d − δ et p > 0, et a` montrer qu’elles
sont non nulles ce qui suffit a` les caracte´riser.
Le but des paragraphes suivant est de proposer une nouvelle preuve e´le´mentaire utilisant
simplement les applications j=h6=1 et la the´orie des repre´sentations du groupe mirabolique.
6. Faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor
Commenc¸ons par poser h := tg et
P (πv,Πt) := i
h+1
∗
pH−1ih+1,∗
1h
(
pj=h1h,!∗HT1h(πv,Πt)
)
,
de sorte que
0→ P (πv,Πt) −→ j
=h
1h,!
HT1h(πv,Πt) −→
pj=h1h,!∗HT1h(πv,Πt)→ 0. (6.1)
6.2. Lemme. — Le complexe ih+1,∗
1h+1
P (πv,Πt) est pervers.
De´monstration. — Suivant la notation 2.7, notons F := pj≥h
1h,!∗
HT1h(πv,Πt) de sorte qu’il
s’agit de montrer que
ih+1≤+0,∗
1h,1h+1
(
pH−1ih≤+1,∗
1h
F
)
est pervers. Pour ce faire, on utilise la suite spectrale
Er,s2 =
pHrih+1≤+0,∗
1h,1h+1
(
pHsih≤+1,∗
1h
F
)
⇒ pHr+sih≤+1,∗
1h,1h+1
F.
Conside´rons le triangle distingue´
j≥h
1h,!
j≥h,∗
1h
F −→ F −→ ih≤+1
1h,∗
ih≤+1,∗
1h
F  .
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Comme j≥h
1h
est affine, alors j≥h
1h,!
j≥h,∗
1h
F est pervers et la suite exacte longue de cohomologie
perverse du triangle distingue´ pre´ce´dent s’e´crit
0→ ih≤+1
1h,∗
pH−1ih≤+1,∗
1h
F −→ pj≥h
1h,!
j≥h,∗
1h
F −→ F −→ ih≤+1
1h,∗
pH0ih≤+1,∗
1h
F → 0,
et donc en particulier, pHsih≤+1,∗
1h
F est nul pour tout s < −1. La surjectivite´ j≥h
1h,!
j≥h,∗
1h
F ։
F , implique aussi la nullite´ pour s = 0. Ainsi la suite spectrale pre´ce´dente de´ge´ne`re en E2
avec
pHrih≤+1,∗
1h,1h+1
F ≃ pHr+1ih+1≤+0,∗
1h,1h+1
(
pH−1ih≤+1,∗
1h
F
)
.
De la meˆme fac¸on, comme j≥h6=1 est affine,
pHrih≤+1,∗
1h,1h+1
F est nul pour r < −1, d’ou` le
re´sultat.
En particulier, on a donc une suite exacte courte de faisceaux pervers
0→ j=h+1
1h\1h+1,!
j=h+1,∗
1h\1h+1
P (πv,Πt) −→ P (πv,Πt) −→ i
h+1
1h+1,∗
pih+1,∗
1h+1
P (πv,Πt)→ 0. (6.3)
6.4. Proposition. — (cf. aussi le lemme B.3.3 de [4])
Avec les notations pre´ce´dentes on a
itg+1
1tg+1,∗
pitg+1,∗
1tg+1
P (πv,Πt) ≃
pj
=(t+1)g
1tg+1,!∗
HT1tg+1(πv,Πt{
g − 1
2
} ⊗ (πv)|P1,g(Fv){−t
g − 1
2
})(
1
2
).
Remarque. Rappelons que le terme de droite de l’isomorphisme de la proposition pre´ce´dente
est une notation pour
ind
Ptg,tg+1,d(Fv)
Ptg,tg+1,(t+1)g,d(Fv)
pj
=(t+1)g
1(t+1)g,!∗
HT1(t+1)g(πv,Πt{
g − 1
2
} ⊗ (πv)|P1,g(Fv){−t
g − 1
2
})(
1
2
).
Avant de donner la preuve de cette proposition, commenc¸ons par deux corollaires.
6.5. Corollaire. — Soient h0 ≥ h = tg et z un point ge´ome´trique de X
=h0
I,s¯v,1h
. Le germe
en z du i-e`me faisceau de cohomologie de pj=tg
1h,!∗
HT1h(πv, Stt(πv)) est
— nul si (h0, i) n’est pas de la forme
(
(t+ δ)g, (t+ δ)g − d− δ
)
avec (t+ δ)g ≤ d,
— et sinon, muni des actions par correspondances de G(A∞,v) × Ph,d(Fv) × Z, il est
isomorphe au germe en z de HT1h(πv, Stt(πv{δ
g−1
2
})⊗ Spehδ(πv{−t
g−1
2
})).
De´monstration. — On raisonne par re´currence sur t de s a` 1. Pour t = s, on a
pj=tg
1h,!∗
HT1h(πv, Stt(πv)) ≃
pj=tg
1h,!
HT1h(πv, Stt(πv)) d’ou` le re´sultat. Supposons alors le
re´sultat acquis au rang t+ 1.
Remarque. De la suite spectrale associe´e a` la filtration par les poids de j=tg
1h,!
HT1h(πv, Stt(πv))
dont les gradue´s sont donne´s par (5.4), les germes des faisceaux de cohomologie de
pj=tg
1h,!∗
HT1h(πv, Stt(πv)) sont de la forme HT1h(πv, Stt(πv{δ
g−1
2
}) ⊗ Π) ou` Π est une
repre´sentation de GLδg(Fv) dont le support cuspidal est un segment de Zelevinski centre´
sur πv{−t
g−1
2
).
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Par e´quivariance, on supposera que z est un point deX≥tg
I,s¯v,1tg+1
. D’apre`s (6.1), le germe en
z du i-e`me faisceau de cohomologie de pj=tg
1h,!∗
HT1h(πv, Stt(πv)), muni des actions par corres-
pondances de G(A∞,v)×Ph,d(Fv)×Z, est isomorphe a` celui du (i+1)-e`me de P (πv, Stt(πv)),
lequel d’apre`s (6.3) et la proposition pre´ce´dente est, muni des actions par correspondances
de G(A∞,v) × Ph,h+1,d(Fv) × Z, isomorphe a` celui du (i + 1)-e`me faisceau de cohomologie
de pj
=(t+1)g
1tg+1,!∗
HT1tg+1(πv, Stt(πv{
g−1
2
})⊗ (πv)|P1,g(Fv){−t
g−1
2
})(1
2
).
D’apre`s l’hypothe`se de re´currence, ce germe est nul si (h0, i+ 1) n’est pas de la forme(
(t + 1 + δ − 1)g, (t + 1 + δ − 1)g − d − δ + 1
)
et sinon il est isomorphe, muni
des actions par correspondances de G(A∞,v) × Ph,h+1,d(Fv) × Z, au germe en z de
HT1(t+δ)g(πv,Π)(
1
2
)×Ptg,tg+1,(t+δ)g,d(Fv) Ptg,tg+1,d(Fv) ou`
Π := Stt(πv{δ
g − 1
2
})⊗ (πv)|P1,g(Fv){(δ − 1− t)
g − 1
2
} ⊗ Spehδ−1(πv{−(t+ 1)
g − 1
2
}).
En prenant t = 1 et s = δ−1 dans le premier isomorphisme du lemme 4.4, on obtient alors
(πv)|Mg(Fv){(δ − 1)
g − 1
2
} ⊗ Spehδ−1(πv{−
g − 1
2
}) ≃ Spehδ(πv)|Mδg(Fv)
de sorte que Π ≃ Stt(πv{δ
g−1
2
})⊗Spehδ(πv{−t
g−1
2
))|Mδg(Fv). N’ayant qu’une unique de´rive´e
non nulle irre´ductible, Spehδ(πv{−t
g−1
2
))|Mδg(Fv) est irre´ductible de sorte que le re´sultat
de´coule de la remarque ci-avant.
Remarque. Une autre fac¸on d’e´noncer le re´sultat pre´ce´dent consiste a` dire que les fle`ches
de la suite spectrale (5.5) sont ≪ le moins triviales possible ≫.
6.6. Corollaire. — Soit h0 = t0g ≤ h = tg avec 1 ≤ t < s. On a alors la suite exacte
courte
0→ pj
=(t+1)g
1h0+1,!∗
HT1h0+1
(
πv,Πt0{
g − 1
2
} ⊗ Stt+1−t0(πv{−t0
g − 1
2
})P1,(t+1−t0)g(Fv)
)
(
1
2
)
−→ j=tg
1h0\1h0+1,!
j=tg,∗
1h0\1h0+1
(
pj=tg
1h0 !∗
HT1h0
(πv,Πt0 ⊗ Stt−t0(πv{−t0
g − 1
2
}))
)
−→ pj=tg
1h0\1h0+1,!∗
HT1h0\1h0+1
(πv,Πt0 ⊗ Stt−t0(πv{−t0
g − 1
2
}))→ 0.
Remarque. En ce qui concerne les de´calages, et notamment ou` est passe´ le g−1
2
qui s’applique
sur Πt0 ⊗ Stt−t0(πv{−t0
g−1
2
}), rappelons, cf. (4.2), que
ind
GL(t−t0+1)g(Fv)
P(t−t0)g,(t−t0+1)g(Fv)
Stt−t0(πv{
g − 1
2
})⊗ πv{−(t− t0)
g − 1
2
}։ Stt−t0+1(πv).
De´monstration. — Comme
pj=tg
1h0\1h0+1,!∗
j=tg,∗
1h0\1h0+1
(
pj=tg
1h0 !∗
HT1h0
(πv, ,Πt0 ⊗ Stt−t0(πv{−t0
g − 1
2
}))
)
≃
pj=tg
1h0\1h0+1,!∗
HT1h0\1h0+1
(πv, ,Πt0 ⊗ Stt−t0(πv{−t0
g − 1
2
})),
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il s’agit simplement d’identifier
itg+1
1h0+1,∗
pH−1itg+1,∗
1h0+1
(
pj=tg
1h0 !∗
HT1h0
(πv, ,Πt0 ⊗ Stt−t0(πv{−t0
g − 1
2
}))
)
(6.7)
avec le premier terme de la suite exacte courte de l’e´nonce´. La preuve se de´roule en deux
temps :
(i) on construit tout d’abord une surjection du faisceau pervers P de (6.7) vers le faisceau
pervers A de l’e´nonce´
(ii) et on ve´rifie dans un deuxie`me temps que les faisceaux de cohomologie de ces deux
faisceaux pervers posse`dent les meˆmes germes en tout point ge´ome´trique.
Notons alors K le noyau de cette surjection P ։ A et soit pour iz : {z} →֒ XI,s¯v un point
ge´ome´trique, le foncteur H∗z qui a` un faisceau pervers C associe, dans le groupe de Gro-
thendieck, la somme alterne´e
∑
i∈Z(−1)
iHii∗zC des germes de ses faisceaux de cohomologie.
On a ainsi H∗z(K) = H
∗
z(P )−H
∗
z(A) qui d’apre`s (ii) est nul, ce qui implique que K est nul
puisque l’image d’un faisceau pervers C dans le groupe de Grothendieck est de´termine´e
par ses H∗zC lorsque z de´crit tous les points ge´ome´triques, cf. par exemple la section 7 de
[2].
(i) Pour le premier point notons tout d’abord que d’apre`s (5.4), on a (4)
j=tg
1h0 ,!
HT1h0
(πv,Πt0 ⊗ Stt−t0(πv{−t0
g − 1
2
})) =
s∑
i=t
pj=ig
1h0 ,!∗
HT1h0
(
πv,
Πt0{(i− t)
g − 1
2
} ⊗
(
Stt−t0(πv{−
i− t
2
})× Sti−t(πv{
t− t0
2
})
)
{−t0
g − 1
2
}
)
(
i− t
2
).
En utilisant la filtration par les poids et la surjection
Stt−t0(πv{−
i− t
2
})× Sti−t(πv{
t− t0
2
})։ Sti−t0(πv),
on obtient une surjection
pH−1itg+1,∗
1h0
(
pj=tg
1h0 ,!∗
HT1h0
(πv, ,Πt0 ⊗ Stt−t0(πv{−t0
g − 1
2
}))
)
։
pj
=(t+1)g
1h0 ,!∗
HT1h0
(πv, ,Πt0{
g − 1
2
} ⊗ Stt+1−t0(πv{−t0
g − 1
2
}))(
1
2
) (6.7)
ce qui, apre`s par application du foncteur pih+1≤+0,∗
1h0 ,1h0+1
, fournit la surjection cherche´e. En effet
pour le membre de droite, on a pih+1≤+0,∗
1h0 ,1h0+1
◦ pj
=(t+1)g
1h0 ,!∗
≃ pj
=(t+1)g
1h0+1,!∗
, alors que pour le membre
de gauche, cf. la preuve du lemme 6.2, on a
pitg+1≤+0,∗
1h0 ,1h0+1
◦ pH−1itg+1,∗
1h0
◦ pj=tg
1h0 ,!∗
≃ pH−1itg+1,∗
1h0+1
◦ pj=tg
1h0 !∗
.
(ii) Les germes des faisceaux de cohomologie de
A := pj
=(t+1)g
1h0+1,!∗
HT1h0+1
(
πv,Πt0{
g − 1
2
} ⊗ Stt+1−t0(πv{−t0
g − 1
2
})P1,(t+1−t0)g(Fv)
)
(
1
2
)
4. cf. la remarque pre´ce´dente pour calculer les de´calages
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sont donne´s par le corollaire pre´ce´dent de meˆme que ceux de
B := pj=tg
1h0\1h0+1,!∗
HT1h0\1h0+1
(
πv,Πt0 ⊗ Stt−t0(πv{−t0
g − 1
2
})
)
.
Il s’agit alors de ve´rifier, qu’a` de´calage d’un indice pre`s, pour tout point ge´ome´trique z de
X≥h+1
I,s¯v,1h0+1
, on obtient la meˆme chose. Pour ce qui concerne les conditions d’annulation, on
ve´rifie aise´ment qu’elles sont les meˆmes. Soit alors z un point ge´ome´trique de X
=(t+δ)g
I,s¯v,1(t+δ)g
,
d’apre`s le corollaire pre´ce´dent.
— La fibre en z du faisceau de cohomologie d’indice (t+ δ)g− d− δ de B se calcule par
induction a` partir de celle de pj=tga,!∗HTa
(
πv,Πt0⊗Stt−t0(πv{−t0
g−1
2
})
)
ou` a est le sous-
espace vectoriel de F dv engendre´ par les vecteurs e1, · · · , eh0, eh0+2, · · · , eh+1 de la base
canonique. D’apre`s le corollaire pre´ce´dent, la fibre en z deH(t+δ)g−d−δ pj=tga,!∗HTa
(
πv,Πt0⊗
Stt−t0(πv{−t0
g−1
2
})
)
est isomorphe a`
Πt0{δ
g − 1
2
} ⊗
(
Stt−t0(πv{δ
g − 1
2
} ⊗
(
Spehδ(πv{−(t− t0)
g − 1
2
})
)
|P1,δg(Fv)
)
{−t0
g − 1
2
}
relativement au Levi 
GLt0g 0 0 0
0 1 0 0
0 0 GL(t−t0)g 0
0 0 0 GLδg−1

de GL(t+δ)g . En induisant a` Ptg0,t0g+1,(t+δ)g(Fv), on obtient que la fibre en z de
H(t+δ)g−d−δB est isomorphe a`
Πt0{δ
g − 1
2
} ⊗
(
Stt−t0(πv{−
δ
2
})×
(
Spehδ(πv{
t− t0
2
})
)
|P1,δg(Fv)
)
{−t0
g − 1
2
}
et donc d’apre`s le deuxie`me isomorphisme du lemme 4.4, a`
Πt0{δ
g − 1
2
} ⊗ LTπv(t− t0, δ − 1)|P1,(t−t0+δ)g(Fv){−t0
g − 1
2
}.
— La fibre en z de H(t+1+δ−1)g−d−δ+1A est d’apre`s le corollaire pre´ce´dent isomorphe a`
Πt0{δ
g − 1
2
}⊗
((
Stt−t0+1(πv{−
δ − 1
2
})
)
P1,(t+1−t0)g(Fv)
×Spehδ−1(πv{
t− t0 + 1
2
})
)
{−t0
g − 1
2
}
lequel d’apre`s le premier isomorphisme du lemme 4.4 est isomorphe a`
Πt0{δ
g − 1
2
} ⊗ LTπv(t− t0, δ − 1)|P1,(t−t0+δ)g(Fv){−t0
g − 1
2
}.
Ainsi puisque la fibre en z de HiB est isomorphe a` celle de
Hi+1
(
pH−1itg+1,∗
1h0
(
pj=tg
1h0 ,!∗
HT1h0
(πv, ,Πt0 ⊗ Stt−t0(πv{−t0
g − 1
2
}))
))
,
on en de´duit donc que le noyau de la surjection (6.7) est un faisceau pervers dont les fibres
en z de ses faisceaux de cohomologie sont nulles. Par syme´trie, le re´sultat est valable pour
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tout point ge´ome´trique de X≥h+1
I,s¯v,1h0+1
de sorte que ce noyau est nul, et la surjection (6.7)
est en fait un isomorphisme, d’ou` le re´sultat.
De´monstration. — de la proposition 6.4. On raisonne par re´currence sur t de s a` 1. Le cas
t = s e´tant trivial puisque P (πv,Πs) est nul, on suppose le re´sultat acquis jusqu’au rang
t+ 1. Partons de l’e´galite´ de [2] 4.5.1 rappele´e plus haut en (5.4) :
P (πv,Πt) =
s∑
i=t+1
pj=ig
1h,!∗
HT1h
(
πv,Πt{(i− t)
g − 1
2
} ⊗ Sti−t(πv{−t
g − 1
2
})
)
(
i− t
2
). (6.8)
On peut alors appliquer, en utilisant l’hypothe`se de re´currence pour i ≥ t+1, le corollaire
pre´ce´dent et calculer, en utilisant l’exactitude du foncteur j=tg
1h\1h+1,!
j=tg,∗
1h\1h+1
, l’image, dans
le groupe de Grothendieck des faisceaux pervers munis d’une action par correspondances
de G(A∞,v)× Ph,h+1,d(Fv)× Z, de P (πv,Πt) par ce foncteur, soit en notant que pour tout
i ≥ t, on a trivialement (j=tg
1h\1h+1,!
j=tg,∗
1h\1h+1
) ◦ pj=ig
1h,!∗
= (j=ig
1h\1h+1,!
j=ig,∗
1h\1h+1
) ◦ pj=ig
1h,!∗
j=tg
1h\1h+1,!
j=tg,∗
1h\1h+1
P (πv,Πt) =
s−1∑
i=t+1
pj=ig
1h\1h+1,!∗
HT1h\1h+1(πv,Πt{(i− t)
g − 1
2
} ⊗ Sti−t(πv{−t
g − 1
2
})|P1,(i−t)g(Fv))(
i− t
2
)+
pj
=(i+1)g
1h+1,!∗
HT1h+1(πv,Πt{(i+1− t)
g − 1
2
}⊗ Sti+1−t(πv{−t
g − 1
2
})|P1,(i−t+1)g(Fv))(
i+ 1− t
2
).
En regroupant les termes dans l’e´quation pre´ce´dente, on obtient alors
j=tg
1h\1h+1,!
j=tg,∗
1h\1h+1
P (πv,Πt) =
pj
=(t+1)g
1h\1h+1,!∗
HT1h\1h+1(πv,Πt{
g − 1
2
}⊗(πv{−t
g − 1
2
})|P1,g(Fv))(
1
2
)+
s∑
i=t+2
pj=ig
1h,!∗
HT1h
(
πv,Πt{(i− t)
g − 1
2
} ⊗ Sti−t(πv{−t
g − 1
2
})|P1,(i−t)g(Fv)
)
(
i− t
2
).
Ainsi en soustrayant a` l’e´galite´ (6.8) l’e´galite´ ci-avant, on obtient d’apre`s (6.3), que l’image
de ih+1
1h+1,∗
pih+1,∗
1h+1
P (πv,Πt) dans le groupe de Grothendieck des faisceaux pervers munis d’une
action par correspondances de G(A∞,v)× Ph,h+1,d(Fv)× Z, est e´gale a`
pj
=(t+1)g
1h,!∗
HT1h
(
πv,Πt{
g − 1
2
} ⊗ (πv{−t
g − 1
2
})|P1,g(Fv)
)
(
1
2
)
− pj
=(t+1)g
1h\1h+1,!∗
HT1h\1h+1(πv,Πt{
g − 1
2
} ⊗ (πv{−t
g − 1
2
}))|P1,g(Fv)(
1
2
)
= pj
=(t+1)g
1h+1,!∗
HT1h
(
πv,Πt{
g − 1
2
} ⊗ (πv{−t
g − 1
2
})|P1,g(Fv)
)
(
1
2
).
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On a alors le diagramme suivant
P (πv,Πt) // // i
h+1
1h+1,∗
pih+1,∗
1h+1
P (πv,Πt)
K 

//
0
22❡❡❡❡❡❡❡❡❡❡❡❡❡❡❡❡❡❡❡❡ P (πv,Πt) // //
pj
=(t+1)g
1tg+1,!∗
HT1tg+1(πv,Πt{
g−1
2
} ⊗ (πv)|P1,g(Fv){−t
g−1
2
})(1
2
)
≃
OO✤
✤
✤
ou` la fle`che compose´e K −→ ih+1
1h+1,∗
pih+1,∗
1h+1
P (πv,Πt) est ne´cessairement nulle. En effet
— d’un coˆte´ l’image d’un faisceau pervers dans le groupe de Grothendieck des faisceaux
pervers, est uniquement de´termine´e par les fibres de la somme alterne´e de ses faisceaux
de cohomologie, de sorte que les constituants simples de ih+1
1h+1,∗
pih+1,∗
1h+1
P (πv,Πt) sont
des extensions interme´diaires de syste`mes locaux sur X
=(t+1)g
I,s¯v,1tg+1
,
— de l’autre les facteurs simples deK sont a` support soit dans X≥h+2I,s¯v soit des extensions
interme´daires de syste`mes locaux sur X
=(t+1)g
I,s¯v,1tg\1tg+1
.
Enfin on re´cupe`re l’action comple`te de Ptg,d(Fv) en utilisant comme pre´ce´demment la re-
marque de la preuve du corollaire 6.5.
7. Faisceaux de cohomologie du complexe des cycles e´vanescents
En ce qui concerne les fibres des faisceaux de cohomologie de ΨI, on peut mener le meˆme
raisonnement. Rappelons qu’en notant
j¯ : XI,η¯v →֒ XI ←֓ XI,s¯v : i,
ou` j¯! =
pj¯! et j¯∗ =
pj¯∗, le complexe des cycles e´vanescents est
pH−1i∗j¯∗Q¯l. Ainsi en utilisant
que l’inclusion
j¯≥1
6=11
: XI,η¯ −X
≥1
I,s¯v,11
→֒ XI,η¯
est affine, exactement les meˆmes arguments que ceux du lemme 6.2 montrent que i1,∗
11
ΨI
est pervers, ce qui donne la suite exacte courte
0→ j≥1
6=11,!
j≥1,∗
6=11
ΨI −→ ΨI −→ i
1
11,∗
pH0i1,∗
11
ΨI → 0. (7.1)
D’apre`s [2], l’image de ΨI dans le groupe de Grothendieck est de´termine´e via la formule
des traces. Afin d’exprimer le re´sultat, il est tout d’abord plus simple de de´composer ΨI
comme dans [2] sous la forme
ΨI ≃
⊕
πv
ΨI,πv
ou` πv de´crit les classes d’e´quivalence inertielle des repre´sentations irre´ductibles cuspidales
de GLg(Fv) pour 1 ≤ g ≤ d. En posant s = ⌊
d
g
⌋, dans le groupe de Grothendieck ade´quat,
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on a alors, cf. [2] proposition 4.1.4 ou corollaire 5.4.2
ΨI,πv =
s−1∑
k=1−s
∑
|k|<t≤s
t≡k−1 mod 2
P(t, πv)(−
k
2
). (7.2)
7.3. Proposition. — (cf. aussi la proposition B.3.4 de [4])
Avec les notations pre´ce´dentes, on a
i111,∗
pH0i1,∗
11
ΨI,πv =
s∑
k=1
pj=kg
11,!∗
HT11(πv, Stk(πv)|P1,kg(Fv))(
1− k
2
).
De´monstration. — Les arguments sont similaires a` ceux de la proposition 6.4 en utilisant
le corollaire 6.6 avec h0 + 1 = 1 en convenant que
X=0I,s¯v,10 := XI,η¯v .
On applique ainsi le foncteur j≥1
6=11,!
j≥1,∗
6=11
a` l’e´galite´ (7.2), ce qui donne d’apre`s le corollaire
6.6
j≥1
6=11,!
j≥1,∗
6=11
ΨI,πv =
s−1∑
k=1−s
∑
|k|<t<s
t≡k−1 mod 2
(
pj=tg
6=11,!∗
HT6=11(πv, Stt(πv)|P1,tg(Fv))⊗ L(πv)(−
k
2
)
+ pj
=(t+1)g
11,!∗
HT11(πv, Stt+1(πv)|P1,(t+1)g(Fv))⊗ L(πv)(−
k − 1
2
)
)
+
∑
k≡s−1 mod 2
|k|≤s−1
P(s, πv)(−
k
2
)
On soustrait alors cette e´galite´ a` (7.2), ce qui d’apre`s la suite exacte courte (7.1) fournit
le re´sultat.
7.4. Corollaire. — Soient πv une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(Fv) et z
un point ge´ome´trique de X=dI,s¯v. La fibre en z de H
iΨI,πv ve´rifie alors les points suivant :
— elle est nulle si g ne divise pas d ;
— si d = sg, elle est nulle si i > 0 ou si i ≤ −s ;
— pour d = sg et 1− s ≤ i ≤ 0, elle est isomorphe a` la fibre en z de HT (πv, LTπv(s−
1 + i,−i))⊗ L(πv)(
i
2
).
Remarque. Le corollaire ci-dessus correspond au re´sultat principal de [2], cf. le corollaire
2.2.10 de loc. cit. En utilisant le the´ore`me de comparaison de Berkovich, on en de´duit le
calcul des groupes de cohomologie des espaces de Lubin-Tate, cf. le the´ore`me 2.3.5 de [2].
De´monstration. — En utilisant la suite exacte courte (7.1), le germe cherche´ est celui de
i1
11,∗
pH0i1,∗
11
ΨI,πv . Conside´rons alors la filtration par les poids de ce dernier faisceau pervers
0 = Fil0(ΨI,πv) ⊂ Fil
1(ΨI,πv) ⊂ · · · ⊂ Fil
s(ΨI,πv),
MIRABOLIQUE STRATIFICATION DE NEWTON 19
dont les gradue´s sont
grk(ΨI,πv) := Fil
k(ΨI,πv)/Fil
k−1(ΨI,πv) ≃
pj=kg
11,!∗
HT11(πv, Stk(πv)|P1,kg(Fv))(
1− k
2
),
pour k = 1, · · · , s. On conside`re alors la suite spectrale calculant les faisceaux de cohomo-
logie de ΨI,πv a` partir de ceux de ses gradue´s, i.e.
Ei,j1 = H
i+j
(
pj=−ig
11,!∗
HT11(πv, St−i(πv)|P1,−ig(Fv))(
1 + i
2
)
)
⇒ Hi+jΨI,πv .
D’apre`s le corollaire 6.5, la fibre en z des Ei,j1 ve´rifie alors les proprie´te´s suivantes :
— tous les (Ei,j1 )z sont nuls si i ≥ 0 ou si i < −s ;
— tous les (Ei,j1 )z sont nuls si g ne divise pas d ;
— pour d = sg, les (Ei,j1 )z sont nuls si i+ j > 0 ou si i+ j ≤ −s.
— Pour d = sg et 1− s ≤ i + j ≤ 0, les (Ei,j1 )z sont nuls sauf pour −i = s + i+ j, i.e.
j = −s− 2i auquel cas cette fibre est isomorphe a` la fibre en z de HT (πv, LTπv(s−
1 + i+ j,−ij))⊗ L(πv)(
i+j
2
).
Ainsi les couples (i, j) tels que (Ei,j1 )z est non nul sont les (−s + δ, s − 2δ) pour δ =
0, 1, · · · , s − 1. On remarque alors que toutes les fle`ches di,jr de cette suite spectrale sont
ne´cessairement nuls puisque, par une re´currence imme´diate sur r, soit son espace de de´part
Ei,jr soit son espace d’arrive´e E
i+r,j+r−1
r est nul. Ainsi donc on a (E
i,j
∞ )z ≃ (E
i,j
1 )z et le
re´sultat de´coule des tirets pre´ce´dents.
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